Fisica Matematica I: Lista de Exercicios 7

Prazo: 25 novembro 2019

1. Seja P,(x) o n-ésimo polinémio de Legendre. Prove que P, ,(z) — P,_,(x) = (2n + 1) P,(x).
Mostre entao que fml P.(x) = [Py_1(z) — Poia(z)]/(2n + 1).

2. Calcule o valor da integral f_ll dx ™ P, ()
3. Obtenha a expansao em série de Legendre da funcao f(z) = |z| no intervalo —1 < z < 1.

4. [Potencial de um anel uniformemente carregado| Determine o potencial elétrico ¢(r, 6)
produzido no vacuo por um anel unidimensional de raio R, uniformemente carregado com
carga elétrica total @ e densidade linear de carga A = @Q/(27R), nas seguintes regioes:

(a) r> R.

(b) r < R.

(¢) "= R, mas 6 # /2.
As variaveis r e 0 referem-se ao sistema de coordenadas esféricas cuja origem é o centro do

anel e cujo eixo z, a partir de onde o angulo 0 é medido, coincide com o eixo de simetria do

anel.

Sugestao 1. Calcule primeiramente o potencial ao longo do eixo de simetria. Para os demais

pontos use a solucao da equacao de Laplace:

(r, ) = nf% (Anr” + %) P, (cos ). (1)

Os coeficientes A,, e B, sao fixados pela solu¢ao ao longo do eixo de simetria (que correspon-
demaf=0e6=m).

Sugestao 2. Para x € C com |z| < 1 e para todo a € C, vale a expansao binomial:

L+a)* =) w—,_mxk (2)
k=0 )

—_



onde, para y € C e n € Ny, (y), sdo os chamados simbolos de Pochhammer. Em particular,

para |t| < 1, tem-se

L+6)7 =1+ axth, (3)
k=1
Cco1m
2k — 1!
ap = (_1)k( )
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. [Corda pendurada] Determine a solu¢ao da equagao da corda pendurada

0*u d ([ ou
22 979, (2&) =0, (5)

onde g > 0, que descreve o movimento de pequenas oscilacoes de uma corda de comprimento
L localizada, quando em repouso, no intervalo 0 < z < L do eixo vertical, pendurada pelo
seu extremo superior (o que corresponde & condigao de contorno u(L,t) = 0 para todo t) e

com condigoes iniciais

u(z,0) = up(z) (6)
ou
(.0) = u(2), @
para certas fungoes ug e vy dadas.
Sugestao: A equagao diferencial
2U"(2) +U'(2) + NU(2) =0 (8)

pode ser transformada na equagao de Bessel de ordem zero

Cy" () + ¢y (O + Cy(¢) =0 (9)

através das defini¢oes



